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1. Clase I

En esta primera clase definimos qué es una curva, su largo, y otras cantidades geométricas
tales como su vector tangente y normal, y su curvatura.

1.1. Basic definitions and examples

Definición 1.1. Una curva en M es una función γ : I →M , con I ⊆ R.

Observación.

1. En general, I será un intervalo.

2. En este curso M siempre será un espacio Euclideano Rn. Sin embargo, la definición
anterior se puede generalizar al caso en que M es una variedad diferenciable.

3. Siempre asumiremos que γ es lo suficientemente suave, i.e., que γi(t) son suficientemene
suaves para i = 1, . . . , n, donde γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) (C3 es más que necesario para
nuestros propósitos).

Ejemplo 1.2.

1.

γ : R→ R2,

x 7→ (x, x2).

2.

γ : [0, 2π)→ R2,

θ 7→ (cos θ, sen θ).
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3.

γ : R→ R3,

t 7→ (cos t, sen t, t).

Definición 1.3. La curva γ : [a, b]→M es cerrada si γ(a) = γ(b).

Definición 1.4. Una curva está incrustada si no se auto interseca. Esto es, que la función
sea inyectiva. En caso contrario, decimos que la curva está inmersa.

Ejemplo 1.5. La lemniscata es una ejemplo de curva inmersa que no está incrustada.

1.2. ¿Cómo calculamos largos?

Consideremos γ : I → R2. Si queremos obtener el largo de una porción de esta curva, lo
que podemos hacer es primero aproximar esta porción en cuestión por un camino poligonal, y
luego calcular el largo de este camino poligonal, obteniendo de esta forma una aproximación
del largo buscado

Ejemplo 1.6. Consideremos la siguiente curva y el siguiente camino poligonal
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En este caso, si escribimos ∆xi = x(ti+1)−x(ti) y ∆yi = y(ti+1)− y(ti), entonces obtenemos
la aproximación

L ∼
4∑
i=1

√
(∆xi)2 + (∆yi)2.

El ejemplo anterior motiva la siguiente definición

Definición 1.7. Sea γ : [a, b]→ R2 una curva. El largo de γ es definido por

L(γ) :=

ˆ b

a

|γ′(t)|dt.

Ejemplo 1.8.

1. Consideremos la curva

γ : [0, 2π]→ R2,

θ 7→ 2(cos θ, sen θ).

Tenemos que γ′(θ) = 2(− sen θ, cos θ). Entonces,

L(γ) =

ˆ 2π

0

√
4(sen2 θ + cos2 θ)dθ = 4π.

2. Ahora consideremos

γ : [−1, 1]→ R2,

t 7→ (t, 2t+ 1).

Notemos que γ′(t) = (1, 2). Entonces,

L(γ) =

ˆ 1

−1

√
1 + 4dt = 2

√
5.

1.3. Algunas cantidades geométricas

1.3.1. El vector tangente

Definición 1.9. Sea γ : [a, b]→ R2 una curva. Su vector tangente unitario en t0 ∈ (a, b) es
definido

τ(t0) =
γ′(t0)

|γ′(t0)|
.

Observación. La definición anterior solo hace sentido cuando γ′(t0) 6= 0. Puntos en los cuales
esto sucede son llamados regulares.

Ejemplo 1.10.
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1. Para la curva

γ : [0, 2π]→ R2,

θ 7→ 2(cos θ, sen θ),

tenemos γ′(θ) = 2(− sen θ, cos θ). Then, |γ′(θ)| =
√

4 sen2 θ + 4 cos2 θ = 2. Por lo tanto,

τ(θ0) =
γ′(θ0)

|γ′(θ0)|
= (− sin θ0, cos θ0).

2. Si consideramos

γ : [−1, 1]→ R2,

t 7→ (t, 2t+ 1),

entonces, γ′(t) = (1, 2). De esto, |γ′(t)| =
√

1 + 4 =
√

5. Luego,

τ(t0) =
γ′(t0)

|γ′(t0)|
=

(
1√
5
,

2√
5

)
.

1.3.2. El arco parámetro

El mismo objeto geométrico puede ser descrito de más de una manera. Para ver esto,
estudiemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11. Los siguientes mapeos describen el mismo objecto geométrico, un semićırulo
unitario centrado en el origen.

γ1 : [0, π]→ R2,

θ 7→ (cos θ, sen θ),

γ2 : [−1, 1]→ R2,

x 7→ (x,
√

1− x2),

La elección de la descripción es llamada parametrización. A partir de ahora, la curva será
el objeto geométrico, es decir, el conjunto

{γ(t); t ∈ [a, b]}.

Dada una curva γ : [a, b]→ R2, definamos

s(x) =

ˆ x

a

|γ′(λ)|dλ.

Observe que s es una función desde el intervalo [a, b] al intervalo [0, L(γ)], y que es creciente.
Esto implica que s es invertible y por lo tanto podemos usarla para parametrizar γ:

γ : [0, L(γ)]→ R2,

s 7→ γ(x(s)).

Aqúı, x es la inversa de s.
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Definición 1.12. La parametrización anterior es llamada parametrización por arco paráme-
tro y si usamos esta parametrización, decimos que γ está arcoparametrizada.

Observación. Usando la regla de la cadena obtenemos

dγ

ds
=
dγ

dx
· dx
ds

=
γ′(x)

|γ′(x)|
= τ(s).

De este cálculo, vemos por qué es útil considerar una curva arcoparametrizada.

Ejemplo 1.13.

1. Como antes, consideramos

γ : [0, 2π]→ R2,

θ 7→ 2(cos θ, sin θ).

De antes ya sabemos que γ′(θ) = 2(− sin θ, cos θ). Aśı,

s =

ˆ x

0

√
4(sin2 θ + cos2 θ)dθ = 2x.

Usando esto, obtenemos que

γ : [0, 4π]→ R2,

s 7→ 2
(

cos
s

2
, sin

s

2

)
,

es la parametrización por arco parámetro de γ. También,

τ(s) = γ′(s) =
(
− sin

s

2
, cos

s

2

)
.

2. Similarmente, consideramos

γ : [−1, 1]→ R2,

t 7→ (t, 2t+ 1).

Como antes, γ′(t) = (1, 2). Entonces,

s =

ˆ x

−1

√
1 + 4dt =

√
5(x+ 1).

Finalmente,

γ : [0, 2
√

5]→ R2,

s 7→
(
s√
5
− 1, 2

(
s√
5
− 1

)
+ 1

)
,

es la arcoparametrización de γ. Con esto, podemos calcular el vector tangente como
sigue:

τ(s) = γ′(s) =

(
1√
5
,

2√
5

)
.
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1.3.3. ¿Qué es la curvatura?

Definición 1.14. Consideremos la curva arcoparametrizada γ : [0, L(s)]→ R2. Definimos la
curvatura de γ por

κ(s) := |γ′′(s)|.

Cuando κ(s) 6= 0, podemos definir el vector normal de la curva:

Definición 1.15. Sea γ : [0, L(s)] → R2 arcoparametrizada. Dado s0 tal que γ′′(s0) 6= 0.
Definimos el vector normal de γ (en s0) ν como el vector tal que {τ, ν} es una base positiva.
Además, definimos la curvatura con signo por

γ′′(s) = κν.

Observación.

1. Las curvas que satisfacen γ′′(s) 6= 0 para todo s son usualmente llamadas biregularres.

Estudiemos la intuición geométrica detrás de la definición de curvatura. Para hacer esto,
sea γ(s) una curva biregular. En un punto s0, consideremos el ćırculo que para por γ(s0) y
que tiene la misma ĺınea tangente que γ en s0. Es posible probar que la curvatura de γ en
s0 es exactamente la inversa del radio de este ćırculo. Esta es la “equivalencia geométrica”
de Taylor a orden de aproximación 2.

Ejemplo 1.16.

1. Considere la curva

γ : [0, 2π]→ R2,

θ 7→ 2(cos θ, sin θ).

Ya sabemos que su arcoparametrización es dada por

γ : [0, 4π]→ R2,

s 7→ 2
(

cos
s

2
, sen

s

2

)
,

y que τ(s) =
(
cos s

2
, sen s

2

)
. De aqúı, γ′′(s) = 1

2

(
− sen s

2
, cos s

2

)
, de donde obtenemos

que la curvatura es κ(s) = |γ′′(s)| = 1
2
. Además, ν(s) =

(
− sen s

2
, cos s

2

)
.
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2. Considere la curva

γ : [−1, 1]→ R2,

t 7→ (t, 2t+ 1).

Recordemos que

γ : [0, 2
√

5]→ R2,

s 7→
(
s√
5
− 1, 2

(
s√
5
− 1

)
+ 1

)
,

es la versión arcoparametrizada de γ y que τ(s) = 1√
5
(1, 2). De aqúı, κ(s) = |γ′′(s)| = 0.

Hasta ahora hemos definido la curvatura y dimos una interpretación geométrica, pero,
¿por qué la curvatura es una cantidad natural a estudiar? Para contestar esta pregunta, dada
una curva arcoparametrizada γ(s), consideremos una variación normal de ella, esto es

γ̃(s, t) = γ(s) + tϕ(s)ν(s)

Claramente ∣∣∣∣dγ̃ds
∣∣∣∣ = |γ′(s) + tϕν + tϕν ′|,

donde la prima denota la derivada con respecto al arcoparámetro. Entonces,

L(γ̃)(t) =

ˆ L(γ)

0

|τ(s) + tϕ′ν + tϕν ′|ds.

Conocemos todos los términos de esta expresión, excepto por ν ′. Para encontrarlo, primero
notemos que para cada s, {τ(s), ν(s)} es una base ortonormal de R2. Esto nos permite
escribir

ν ′(s) = a(s)τ(s) + b(s)ν(s).

Como 〈ν, ν〉 = 1, obtenemos que 〈ν ′, ν〉 = 0, y de que 〈ν, τ〉 = 0, concluimos 〈ν ′, τ〉 = −〈ν, τ ′〉.
Por lo tanto,

ν ′(s) = −κτ.
En resumen, tenemos que

L(γ̃)(t) =

ˆ L(γ)

0

|(1− tκϕ)τ(s) + tϕ′ν|ds.
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Para calcular la derivada de esta expresión, primero notemos que

d

dt
|(1− tκϕ)τ(s) + tϕ′ν|2 =

d

dt
[(1− tκϕ)2 + t2(ϕ′)2] = −2κϕ(1− tκϕ) + 2t(ϕ′)2.

Por lo tanto,
d

dt
L(γ̃)(t)

∣∣∣∣
t=0

= −
ˆ L(γ)

0

κϕds.

1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Sea γ una curva tal que γ′′ ≡ 0. ¿Qué puede concluir de γ?

Ejercicio 1.2. Un disco circular de radio 1 en el plano xy rueda sin resvalar a lo largo del
eje x. La curva descrita por un punto de la circunferencia del disco es llamada cicliode.

1. Obtenga una parametrización de la cicloide, y determine sus puntos singulares (i.e.,
los puntos donde no es regular).

2. Calcule el largo de la cicloide correspondiente a una rotación completa del disco.

Ejercicio 1.3. Calcule los vectores tangentes y normal, además de la curvatura de la curva
(x,− ln(cosx)).

Ejercicio 1.4. Calcule las mismas cantidades geométricas del ejercicio anterior pero ahora
para la curva (x, u(x)), donde u es suficientemente regular.

Ejercicio 1.5. Calcule las mismas cantidades geométricas del ejercicio anterior pero ahora
para la curva r(θ)(cos θ, sin θ).

Ejercicio 1.6. Sea γ : [a, b]→ R2 una curva con parametrización regular y sea ϕ una función
(estrictamente) monótona. Pruebe que γ ◦ϕ representa la misma curva. ¿Qué ocurre con las
cantidades geométricas si ϕ es decreciente? De un ejemplo de esto.
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2. Clase II

En esta clase introduciremos el flujo de acortamiento de curvas y mostramos algunos
ejemplos. Luego estudiaremos el principio del máximo y cómo este es usado para obtener
información del flujo.

2.1. ¿Qué es la curvatura? (Continuación)

Recordemos que
d

dt
L(γ̃)(t)

∣∣∣∣
t=0

= −
ˆ L(γ)

0

κϕds.

Si imponemos ϕ = κ, entonces esta cantidad es decreciente (y es la dirección de más rápido
decrecimiento).

Definición 2.1. El flujo de acortamiento de curvas (FAC) es la deformación de una curva en
la dirección normal con velocidad igual a su curvatura. De manera más precisa, consideramos
γ : I × [0,∞)→ R2 satisfaciendo

dγ

dt
= κν = γss,

donde κ es la curvatura signada.

Observación. Para cada t, γ(·, t) es una curva.

Ejemplo 2.2. Asumamos que r(t)(cos θ, sin θ) = γ(θ, t) es una solución del FAC. En este
ejemplo, ν = −(cos θ, sin θ) y κ = 1

r
. Además, notemos que

dγ

dt
=
dr

dt
(cos θ, sin θ).

Entonces,
dγ

dt
· ν = −dr

dt
,

pero dγ
dt
· ν = κ = 1

r
. Aśı,

r(t)
dr

dt
= −1,

o, equivalentemente,
1

2

dr2

dt
= −1.

Integrando obtenemos
r(t) =

√
r2(0)− 2t.

Geométricamente, las curvas, que son ćırculos concéntricos, se van contrayendo a un punto

a medida que t→ r2(0)
2

.
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Ejemplo 2.3. Busquemos una solución al FAC de la forma γ(x, t) = (x, u(x) + t). En este
caso,

dγ

dt
= (0, 1), y ν =

(
−du
dx
, 1

)
√

1 +

(
du

dx

)2
,

lo que implica
dγ

dt
· ν =

1√
1 + u2x

.

Ahora queremos calcular γss. Para esto, notemos que de

s =

ˆ x

0

√
1 + u2xdλ,

se sigue que
dx

ds
=

1√
1 + u2x

.

Usando este último calculo obtenemos

dγ

ds
= (1, ux)

dx

ds
=

(1, ux)√
1 + u2x

,

y de esto,

d2γ

ds2
=

1√
1 + u2x

(
−uxuxx

(1 + u2x)
3
2

,
uxx√
1 + u2x

− u2xuxx

(1 + u2x)
3
2

)
.

Entonces
d2γ

ds2
· ν =

uxx

(1 + u2x)
3
2

.

11



Como γ es una solución del FAC, obtenemos

−1√
1 + u2x

=
dγ

dt
· ν =

d2γ

ds2
· ν =

−uxx
(1 + u2x)

3
2

,

o equivalentemente

1 =
uxx

1 + u2x
.

Integrando esta expresión llegamos a

x = arctanux.

y entonces
du

dx
=

sinx

cosx
= − d

dx
ln(cosx).

De esto, concluimos que
u(x) = − ln cos(x) + u(0).

Si elegimos u(0) = 0 encontramos otro ejemplo de solución del FAC:

(x, t− ln(cosx)), for x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Esta solución es llamada la parca (grim reaper en inglés). Abajo graficamos las curvas para
t = −1, 0 y 1.

Observe que γ(x, t) es la traslación de la curva x 7→ (x,− ln(cosx)) a lo largo del eje y.
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2.2. El principio del máximo

Ahora centraremos nuestra atención en una herramienta muy útil del área de ecuaciones
diferenciales, la cual usaremos más adelante.

Asumamos que f es una solución a la EDO

−af ′′ + bf ′ + c(x) = 0, para x ∈ (A,B),

con a > 0 y c > 0.

Teorema 2.4. Si f satisface la EDO anterior, entonces no alcanza su máximo en el interior
del intervalo.

Demostración. Asumamos por contradicción que existe x ∈ (A,B) en donde f alcanza su
máximo. Entonces, f ′′(x) ≤ 0 y f ′(x) = 0. Estas condiciones y la hipótesis sobre f implican
que

c(x) ≤ −af ′′ + bf ′ + c(x) = 0,

lo cual es absurdo ya que c > 0.

Observación. El mismo resultado es cierto para el mı́nimo si c < 0.

Teorema 2.5. Si f satisface lo mismo que antes, pero ahora con c ≥ 0, el mismo resultado
es cierto.

Demostración. Consideremos fε = f + εeLx y calculemos como sigue:

−af ′′ε + bf ′ε = −a(f ′′ + εL2eLx) + b(f ′ + εLeLx)

= −af ′′ + bf ′ + c(x)− c(x) + εeLx(−La2 + Lb)

= −c(x) + εeLx(−L2a+ Lb).

Para L suficientemente grande, −L2a+Lb < 0. Por lo tanto, fε satisface las condiciones del
teorema anterior y podemos concluir que

fε ≤ máx{fε(A), fε(B)}.

Si hacemos ε→ 0, podemos deducir lo pedido.

Ejercicio. Pruebe que el mı́nimo es alcanzado en el borde si c ≤ 0.

2.3. Una aplicación del principio del máximo

Proposición 2.6. Asumamos que f1 y f2 están definidas en [0, 1] y satisfacen

−af ′′i + bf ′i + c = 0,

además, supongamos que f1(0) = f2(0), f1(1) = f2(1). En este caso, f1 ≡ f2.
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Demostración. Defina g := f1 − f2 y note que

−ag′′ + bg′ = −a(f ′′1 − f ′′2 ) + b(f ′1 − f ′2)
= −af ′′1 + bf ′1 + c− af ′′2 + bf ′2 − c = 0.

Además, g(0) = g(1) = 0. En virtud del principio del máximo obtenemos que g ≤ 0 y
−g ≤ 0. Por lo tanto, g ≡ 0, i.e., f1 ≡ f2.

Nos enfocaremos en ecuaciones de la siguiente forma

−afxx + bfx + c = ft.

Siguiendo las ideas anteriores, definimos

f̃(t) = máx
x∈[0,1]

f(x, t).

Si f̃ es suficientemente regular, tendremos

c ≤ (f̃)t (o f̃ = f(1, t) o f̃ = f(0, t) ).

En particular, si c ≥ 0, entonces f̃ es creciente. Similarmente, podemos definir

f
˜
(t) = mı́n

x∈[0,1]
f(x, t)

y
(f
˜
)t ≤ c (o f

˜
= f(1, t) o f

˜
= f(0, t) ).

Si c ≤ 0, f
˜

es decreciente. Por lo tanto,

máx
x,t

f(x, t) = máx

{
máx
x∈[0,1]

f(x, 0),máx
t
{f(0, t), f(1, t)}

}
.

El conjunto de los puntos donde f alcanza el máximo es llamado borde parabólico
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2.4. De regreso al FAC

Teorema 2.7. Asuma que (x, u1(x, t)) y (x, u2(x, t)) son soluciones del FAC. Suponga adi-
cionalmente que

1. u1(x, 0) > u2(x, 0) for x ∈ [−1, 1],

2. u1(±1, t) > u2(±1, t).

Entonces u1(x, t) > u2(x, t) para cada x ∈ [−1, 1] y t ∈ [0, T ).

Ejercicio. Pruebe que

(ui)t =
(ui)xx

1 + (ui)2x
.

Demostración. Sea vε = u1 − u2 + εt. Las condiciones 1 y 2 de la hipótesis implican que

1. vε(x, 0) > 0

2. vε(±1, t) > 0.

Asumamos que existe x0 ∈ (−1, 1) y un primer t0 ∈ (0, T ) tal que vε(x0, t0) = 0 (esto es,
u2(x0, t0) = u1(x0, t0)+εt0 > u1(x0, t0)). Como para t < t0 se tiene que vε(x0, t) > 0, entonces

dvε
dt

(x0, t0) ≤ 0. (*)

Como este es un mı́nimo, tenemos que

dvε
dx

= 0 and
d2vε
dx2
≥ 0. (**)

Además, por el ejercicio anterior

dvε
dt

=
du1
dt
− du2

dt
+ ε =

(u1)xx
1 + (u1)2x

− (u2)xx
1 + (u2)2x

+ ε.

Si usamos (*) y (**), obtenemos que en (x0, t0) se tiene que

0 ≥ dvε
dt

=
(vε)xx

1 + (u1)2x
+ ε > 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, vε > 0, i.e., para cada ε > 0

u1(x, t) ≥ u2(x, t)− εt.

Finalmente, hacemos ε→ 0 para concluir el resultado buscado.

Teorema 2.8. Si γ1(x, t) y γ2(x, t) son dos curvas acotadas y cerradas tales que γ1(x, 0) ∩
γ2(x, 0) = ∅, entonces γ1(x, t) ∩ γ2(x, t) = ∅ mientras las soluciones estén definidas.

Demostración. Si se tocan en algún punto, localmente (luego de rotar y trasladar) podemos
escribirlas como gráficos y aplicar el resultado anterior.

Corolario 2.9. Si γ(x, t) es una curva (acotada) compacta, la solución puede existir a lo
más por tiempo finito.
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2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Asuma que γ satisface el FAC y que φ(x, t) es una función creciente en x
para todo t. Calcule la ecuación que satisface γ(φ(x, t), t).

Ejercicio 2.2. Pruebe que si

−af ′′ + bf ′ + cf = 0 en (0, 1),

y a > 0, c > 0, f(0) > 0, f(1) > 0, entonces f ≥ 0 en (0, 1).
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3. Clase III

Teorema 3.1 (Teorema Principal). Toda curva compacta, incrustada y de clase C2 converge
a un punto en tiempo finito.

Este resultado fundacional fue probado por primera vez en los mediados de los 80’s por
una combinación de resultados devidos a Gage & Hamilton y Grayson, vea [GH86] y [Gra87].
Algunas pruebas alternativas han sido prublicadas posteriormente. Nos concentraremos en
una demostración dada por G. Huisken en [Hui98].

Para alcanzar nuestro objetivo, primero estudiaremos el siguiente resultado que es más
simple:

Teorema 3.2. Sea γ : I × [0, T ] → R2 una curva abierta que evoluciona según el flujo de
acortamiento de curvas (en su interior). Sean

d(x, y, t) = |γ(x, t)− γ(y, t)| and `(x, y, t) =

ˆ y

x

|γ′(λ, t)|dλ.

Asuma que d
`

alcanza un ı́nfimo en el interior en tiempo t0. Entonces

d

dt

(
δ

`

)
(x, y, t0) ≥ 0,

con igualdad cuando γ es una ĺınea recta.

Observación. En general δ
`
≤ 1, debido a que ` es la distancia más corta.

La “cantidad isoperimétrica” δ
`

da una medida cuantitativa de cuánto γ difiere de una
ĺınea recta.

Observación. Para una curva abierta necesitamos especificar el comportamiento en el borde.
Dos elecciones usuales para tener un problema bien definido son las siguientes:

1. Preescribir los puntos.

2. Preescribir el ángulo con ĺıneas fijadas.

Note que si fijamos los puntos finales, entonces

d

dt

(
δ

`
(P,Q, t)

)
= − δ

`2
d`

dt
=

δ

`2

ˆ Q

P

k2ds ≥ 0,

con igualdad solo para una recta.
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Idea de la demostración. Asuma que en t0 el ı́nfimo es alcanzado en x0, y0.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que γ(x, t0) está arcoparametrizada, es decir,
x ∈ [0, L(t0)]. Para probar que

d

dt

(
δ

`

)
=
δ′`− `′δ

`2
≥ 0,

primero consideramos la siguiente función de una variable:

f1(λ) =
δ

`
(x0 + λ, y0, t0).

Debido a que f1 tiene un mı́nimo en λ = 0, obtenemos

df1
dλ

(x0, y0, t0) = 0.

Para entender qué nos indica esto, vamos a calcular la derivada. Como γ(·, t0) está arco–
parametrizada, entonces,

`(x0 + λ, y0, t0) =

ˆ y0

x0+λ

1dα = y0 − x0 − λ.

Esto implica que d`
dλ

= −1. Además, ya que

δ2(x0 + λ, y0 + λ) = |γ(x0 + λ, t0)− γ(y0, t0)|2,

entonce
dδ2

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= 2δ
dδ

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= 2〈γ(x0, t0)− γ(y0, t0), τ(x0, t0)〉.

Por lo tanto,

0 =
df1
dλ

(0) =
` dδ
dλ
− δ d`

dλ

`2

=
dδ
dλ

`
+
δ

`2

=
〈ω, τ(x0, t0)〉

`
+
δ

`2
,
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donde ω := γ(x0,t0)−γ(y0,t0)
|γ(x0,t0)−γ(y0,t0)| . De manera similar, si consideramos f2(λ) = δ

`
(x0, y0 + λ, t0),

podemos notar que
df2
dλ

(0) = 0,

y

0 =
df2
dλ

(0) = −〈ω, τ(y0, t0)〉
`

− δ

`2
.

Por lo tanto,
〈ω, τ(x0, t0)〉 = 〈ω, τ(y0, t0)〉.

En este punto, separamos la demostración en dos casos

Caso 1: τ(x0, t0) = τ(y0, t0). En este caso consideramos la función f̃1(λ) = δ
`
(x0 +

λ, y0 + λ, t0). Note que

df̃1
dλ

(0) = 0 and
d2f̃1
dλ2

(0) ≥ 0.

De manera a los cálculos anteriores, usando la regla del cociente de segundo orden
obtenemos

0 ≤ d2f̃1
dλ2

(0) =
d2δ
dλ2
− 2df̃1

dλ
d`
dλ
− f̃1 d

2`
dλ

`

=
1

`

d2δ

dλ2

=
〈ω, κ(x0, t0)ν(x0, t0)− κ(y0, t0)ν(y0, t0)〉

`
+
|τ(x0, t0)− τ(y0, t0)|2

δ`

− 〈ω, τ(x0, t0)− τ(y0, t0)〉
δ2`

dδ

dλ

=
〈ω, κ(x0, t0)ν(x0, t0)− κ(y0, t0)ν(y0, t0)〉

`
.

Ahora observe que debido a que γ satisface el FAC, tenemos que

dδ

dt
=
〈ω, κ(x0, t0)ν(x0, t0)− κ(y0, t0)ν(y0, t0)〉

`
≥ 0,

y (por los cálculos de las clases anteriores)

d`

dt
= −
ˆ y0

x0

κ2ds.

Por lo tanto,

d

dt

(
δ

`

)
=
δ′`− `′δ

`2
=
〈ω, κ(x0, t0)ν(x0, t0)− κ(y0, t0)ν(y0, t0)〉

`
+
δ

`

ˆ y0

x0

κ2ds ≥ 0.
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Caso 2: τ(x0, t0) 6= τ(y0, t0). En este caso consideramos la función f̃2(λ) = δ
`
(x0 +

λ, y0 − λ, t0). Como antes,

df̃2
dλ

(0) = 0 and
δ2f̃2
dλ2

(0) ≥ 0.

Además,

0 =
df̃2
dλ

=
〈ω, τ(x0, t0) + τ(y0, t0)〉

`
+

2δ

`2
,

y

d2f̃2
dλ2

=
〈ω, κ(x0, t0)ν(x0, t0)− κ(y0, t0)ν(y0, t0)〉

`

+
|τ(x0, t0) + τ(y0, t0)|2

d`
− 〈ω, τ(x0, t0) + τ(y0, t0)〉2

d`
.

Si escribimos τ1 = τ(x0, t0) y τ2 = τ(y0, t0), entonces

〈τ1 − τ2, τ1 + τ2〉 = 〈τ1, τ1〉+ 〈τ1, τ2〉 − 2〈τ2, τ1〉+ 〈τ2, τ2〉 = 0,

es decir, τ1− τ2 ⊥ τ1 + τ2. Como también tenemos τ1− τ2⊥ω, obtenemos que τ1 + τ2//ω
y (como ahora ω = τ1+τ2

|τ1+τ2|) 〈ω, τ1 + τ2〉2 = |τ1 + τ2|2. Por lo tanto,

0 ≤ d2f̃2
dλ2

=
〈ω, κ(x0, t0)ν(x0, t0)− κ(y0, t0)ν(y0, t0)〉

`
,

y podemos concluir como en el caso anterior.

Finalmente, note que para la igualdad, necesariamente se debe tener que

ˆ y0

x0

κ2ds = 0,

lo que implica que κ ≡ 0, es decir, la curva es una ĺınea recta.
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Observación. La situación es similar para curvas cerradas, y la figura en los puntos cŕıticos
se ve como sigue:

Para el Teorema Principal una idea similar puede ser usada, pero es necesario considerar
un tipo diferente de “perfil isoperimétrico”. En vez de δ

`
usamos δ

ψ(`)
, donde

ψ(`) =
L(t)

π
sen

(
`π

L(t)

)
,

y L(t) es el largo total en el tiempo t. Los cálculos en este caso son similares y los dejamos
para las personas entusiastas.

Para estudiar más resultados sobre el FAC y algunas de sus generalizaciones, recomen-
damos enfáticamente los libros [CZ01] y [Zhu02].
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