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1. Clase I

En esta primera clase definimos qué es una curva, su largo, y otras cantidades geométricas
tales como su vector tangente y normal, y su curvatura.

1.1. Basic definitions and examples

Definicién 1.1. Una curva en M es una funcién v: I — M, con I C R.
Observacion.
1. En general, I serd un intervalo.

2. En este curso M siempre serd un espacio Euclideano R". Sin embargo, la definicion
anterior se puede generalizar al caso en que M es una variedad diferenciable.

3. Siempre asumiremos que 7 es lo suficientemente suave, i.e., que 7;(t) son suficientemene
suaves para i = 1,...,n, donde y(t) = (V1(t),...,7a(t)) (C? es mds que necesario para
nuestros propdsitos).

Ejemplo 1.2.
1.
v: R = R?
x> (2,27).
2.

v:[0,27) — R?,
0 — (cos@,sen?).

~(0) = (cos 0, sin )




v: R = R3,
t — (cost,sent,t).

Definicién 1.3. La curva v: [a,b] — M es cerrada si y(a) = ~(b).

Definicién 1.4. Una curva estd incrustada si no se auto interseca. Esto es, que la funcién
sea inyectiva. En caso contrario, decimos que la curva esta inmersa.

Ejemplo 1.5. La lemniscata es una ejemplo de curva inmersa que no esta incrustada.

1.2. ;Cbémo calculamos largos?

Consideremos v: I — R2. Si queremos obtener el largo de una porcién de esta curva, lo
que podemos hacer es primero aproximar esta porcién en cuestion por un camino poligonal, y
luego calcular el largo de este camino poligonal, obteniendo de esta forma una aproximacién
del largo buscado

Ejemplo 1.6. Consideremos la siguiente curva y el siguiente camino poligonal

(z(t1),y(t1))

((t2), y(2)



En este caso, si escribimos Az; = x(t;11) — z(t;) y Ay; = y(tiv1) — y(t;), entonces obtenemos
la aproximacion

L~ Z V(Azi)? + (Ayi)2.

El ejemplo anterior motiva la siguiente definicién

Definicién 1.7. Sea 7: [a,b] — R? una curva. El largo de 7 es definido por

Liy) = / ().

Ejemplo 1.8.

1. Consideremos la curva

v: [0,27] — R?,
0 — 2(cos b, sen?).

Tenemos que v/(0) = 2(—sen @, cos#). Entonces,

2m
L(y) = V/4(sen2 0 4 cos? 0)df = 4r.
0

2. Ahora consideremos

v: [-1,1] = R?,
£ (4,20 + 1),

Notemos que ~/(t) = (1,2). Entonces,

L(v) = /_11 VI+4dt = 2v/5.

1.3. Algunas cantidades geométricas
1.3.1. El vector tangente

Definicién 1.9. Sea 7: [a,b] — R? una curva. Su vector tangente unitario en ty € (a,b) es
definido (to)
T(to) = 2%
7' (to)]

Observacion. La definicién anterior solo hace sentido cuando /() # 0. Puntos en los cuales
esto sucede son llamados regulares.

Ejemplo 1.10.



1. Para la curva
v: [0, 27] — R?,
0 +— 2(cos b, sen ),

tenemos 7/ (0) = 2(—send, cos ). Then, |7 (0)| = v4sen2 0 + 4 cos? § = 2. Por lo tanto,

T(6p) = ) = (—sin by, cos by).

17 (6o)]
2. Si consideramos
v: [-1,1] = R?,
tes (8,24 1),

entonces, 7/ (t) = (1,2). De esto, |¥(t)| = v/1+ 4 = v/5. Luego,
"t 1 2
(to) = 2to) _ <_7 _> _
V5 V5
1.3.2. El arco parametro

El mismo objeto geométrico puede ser descrito de mas de una manera. Para ver esto,
estudiemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11. Los siguientes mapeos describen el mismo objecto geométrico, un semicirulo
unitario centrado en el origen.

7: [0, 7] = R?,
0 +— (cosf,sen?),

Ve [_17 1] - RQa
r = (x, V1 —x?),

La eleccion de la descripcion es llamada parametrizacion. A partir de ahora, la curva sera
el objeto geométrico, es decir, el conjunto

{y(t);t € [a,b]}.

Dada una curva v: [a,b] — R?, definamos

s@)= [ Hlax
Observe que s es una funcién desde el intervalo [a, b] al intervalo [0, L(7y)], y que es creciente.
Esto implica que s es invertible y por lo tanto podemos usarla para parametrizar v:
7: [0, L(y)] — R,
s = y(x(s)).

Aqui, z es la inversa de s.



Definicién 1.12. La parametrizacién anterior es llamada parametrizacion por arco pardme-
tro y si usamos esta parametrizacién, decimos que vy estd arcoparametrizada.

Observacion. Usando la regla de la cadena obtenemos

dl = @ . de _ (@) =7(s).

ds dx ds |y(x)]
De este calculo, vemos por qué es util considerar una curva arcoparametrizada.

Ejemplo 1.13.

1. Como antes, consideramos

v: [0,27] — R?,
0 +— 2(cosf,sinb).

De antes ya sabemos que 7/(0) = 2(—sin @, cos ). Asi,

s = / \/4(sin2 0 4 cos? 0)dl = 2x.
0

Usando esto, obtenemos que

v: [0,47] — R?,
5 . s
S 2 (cos §,sm 5) ,
es la parametrizacion por arco parametro de . También,
s 5

/ Y R ).
T(s) =~'(s) ( sin 2,cos 2)
2. Similarmente, consideramos

v:[-1,1] = R?,
tes (8,2 + 1),
Como antes, 7/(t) = (1, 2). Entonces,

s:/x\/1+4dt:\/3(x+1).

Finalmente,

v:[0,2v5] — R?,
5 (%—1,2(%—1>+1>,

es la arcoparametrizacién de +. Con esto, podemos calcular el vector tangente como

e ) =76 = (g5 )

6



1.3.3. ;Qué es la curvatura?

Definicién 1.14. Consideremos la curva arcoparametrizada : [0, L(s)] — R2. Definimos la
curvatura de y por
K(s) = 17"(s)].

Cuando £(s) # 0, podemos definir el vector normal de la curva:

Definicién 1.15. Sea v: [0, L(s)] — R? arcoparametrizada. Dado sy tal que 7"(sg) # 0.
Definimos el vector normal de 7 (en sg) v como el vector tal que {7, 7} es una base positiva.
Ademas, definimos la curvatura con signo por

v'(s) = k.
Observacion.
1. Las curvas que satisfacen v”(s) # 0 para todo s son usualmente llamadas biregularres.

Estudiemos la intuicion geométrica detras de la definicién de curvatura. Para hacer esto,
sea 7(s) una curva biregular. En un punto sg, consideremos el circulo que para por y(sg) y
que tiene la misma linea tangente que v en sg. Es posible probar que la curvatura de v en
5o es exactamente la inversa del radio de este circulo. Esta es la “equivalencia geométrica”
de Taylor a orden de aproximacién 2.

1
r= -
K
7(s) ~__->
Ejemplo 1.16.
1. Considere la curva
v: [0,27] — R,
0 — 2(cosf,sinb).
Ya sabemos que su arcoparametrizacién es dada por
v: [0, 47] — R?,
s s
S 2 (cos—,sen —) ,
2 2
y que 7(s) = (cos %,sené). De aqui, 7"(s) = % (— sen 5, cos %), de donde obtenemos
que la curvatura es x(s) = [7"(s)| = 3. Ademds, v(s) = (—sen £, cos £).
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2. Considere la curva
v:[-1,1] = R?,
tes (52t +1).
Recordemos que
v:10,2v/5] — R,
5 (%—1,2(%—1) +1>,
es la versién arcoparametrizada de v y que 7(s) = \/Lg(l, 2). De aqui, k(s) = |7"(s)| = 0.

Hasta ahora hemos definido la curvatura y dimos una interpretaciéon geométrica, pero,
jpor qué la curvatura es una cantidad natural a estudiar? Para contestar esta pregunta, dada
una curva arcoparametrizada 7(s), consideremos una variacién normal de ella, esto es

7(s,t) = 7(s) + tp(s)v(s)

':."(81 t)

Claramente
dy
ds

donde la prima denota la derivada con respecto al arcoparametro. Entonces,

= |7/(s) + tov + tpr/],

L(v)
L) (t) = / 17(5) + t'v + tov/|ds,
0

Conocemos todos los términos de esta expresién, excepto por v/. Para encontrarlo, primero
notemos que para cada s, {7(s),v(s)} es una base ortonormal de R? Esto nos permite
escribir

V'(s) = a(s)T(s) + b(s)v(s).
Como (v,v) = 1, obtenemos que (v, v) = 0, y de que (v, 7) = 0, concluimos (', 7) = —(v, 7).
Por lo tanto,

En resumen, tenemos que



Para calcular la derivada de esta expresion, primero notemos que

L1~ i) r(s) + tv]2 = L{(1 — tr)? + (0] = ~2mp(1 — trg) + 20(5)°.

dt dt
Por lo tanto,
d L(v)
GO0 =~ / ripds.
1.4. Ejercicios
Ejercicio 1.1. Sea v una curva tal que v = 0. ;Qué puede concluir de 7

Ejercicio 1.2. Un disco circular de radio 1 en el plano zy rueda sin resvalar a lo largo del
eje x. La curva descrita por un punto de la circunferencia del disco es llamada cicliode.

1. Obtenga una parametrizacién de la cicloide, y determine sus puntos singulares (i.e.,
los puntos donde no es regular).

2. Calcule el largo de la cicloide correspondiente a una rotacion completa del disco.

Ejercicio 1.3. Calcule los vectores tangentes y normal, ademas de la curvatura de la curva
(x,—In(cos z)).

Ejercicio 1.4. Calcule las mismas cantidades geométricas del ejercicio anterior pero ahora
para la curva (z,u(x)), donde u es suficientemente regular.

Ejercicio 1.5. Calcule las mismas cantidades geométricas del ejercicio anterior pero ahora
para la curva r(6)(cosf,sin@).

Ejercicio 1.6. Sea 7: [a,b] — R? una curva con parametrizacién regular y sea ¢ una funcién
(estrictamente) mondétona. Pruebe que 7 o ¢ representa la misma curva. ;Qué ocurre con las
cantidades geométricas si ¢ es decreciente? De un ejemplo de esto.



2. Clase 11

En esta clase introduciremos el flujo de acortamiento de curvas y mostramos algunos
ejemplos. Luego estudiaremos el principio del maximo y cémo este es usado para obtener
informacion del flujo.

2.1. ;Qué es la curvatura? (Continuacién)

L(v)
= — / Kpds.
t=0 0

Si imponemos ¢ = k, entonces esta cantidad es decreciente (y es la direcciéon de mas réapido
decrecimiento).

Recordemos que

d

SLAE)

Definicién 2.1. El flujo de acortamiento de curvas (FAC) es la deformacién de una curva en
la direccién normal con velocidad igual a su curvatura. De manera mas precisa, consideramos
v: I x [0,00) — R? satisfaciendo

dy

5, = RV = Tss;

dt

donde k es la curvatura signada.
Observacion. Para cada t, (-, t) es una curva.

Ejemplo 2.2. Asumamos que 7(t)(cosf,sinf) = v(6,t) es una soluciéon del FAC. En este
1

ejemplo, v = —(cosf,sinf) y k = +. Ademés, notemos que
d d
d_;y = d_Z(COS 0,sin0).
Entonces,
dry dr
—_— Y = ——
dt dt’
pero 2y =k =1 Asf,
dr
r(t)— = —1,
(1)
0, equivalentemente,
Ldr*
2 dt

Integrando obtenemos
r(t) = /r2(0) — 2t.

Geométricamente, las curvas, que son circulos concéntricos, se van contrayendo a un punto
%(0)

a medida que ¢ — —~.
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Ejemplo 2.3. Busquemos una solucién al FAC de la forma ~(z,t) = (z,u(z) 4+ t). En este

caso,
d (_Z_u’ 1)
&Y _ 0,1), y v= N @/

dt . d_u 2
dx

dry 1
— ey =

dt \/1+u§'

Ahora queremos calcular v,,. Para esto, notemos que de

SZ/x\/1+u§d)\,
0

lo que implica

se sigue que
dx 1

ds Vl—l—u%

Usando este ultimo calculo obtenemos

dy dr  (1,uy)

— = (Luy)5— = )
ds (’u)ds 1+ u2
y de esto,
d2'7 - 1 —UgUgy Ugzy u?;uacz
ds* T+ u2 \(1+u2): /T+u2 (1+u2): )’
Entonces
Py Ug,
ds® = (1+u2)d

11



Como 7 es una solucion del FAC, obtenemos

e Y = — U S SEE—
Vituz o dt ds? (14u2)2

_ Ugg
14 u2

o equivalentemente

Integrando esta expresion llegamos a
T = arctan u,.

y entonces
du sinx d In )
— = = —— In(cos ).
dr  cosx dx

De esto, concluimos que
u(z) = —Incos(x) + u(0).

Si elegimos u(0) = 0 encontramos otro ejemplo de solucién del FAC:

(x,t —In(cosx)), forzx € (—E, z) :
22
Esta solucién es llamada la parca (grim reaper en inglés). Abajo graficamos las curvas para
t=-1,0y 1.

Observe que 7(z,t) es la traslacién de la curva z — (z, —In(cos z)) a lo largo del eje y.

12



2.2. El principio del maximo

Ahora centraremos nuestra atencion en una herramienta muy util del area de ecuaciones
diferenciales, la cual usaremos méas adelante.
Asumamos que f es una solucién a la EDO

—af”" +bf +c(x) =0, paraxe (A B),
cona>0yc>0.

Teorema 2.4. Si f satisface la EDO anterior, entonces no alcanza su mdximo en el interior
del intervalo.

Demostracion. Asumamos por contradiccién que existe x € (A, B) en donde f alcanza su
méximo. Entonces, f”(x) < 0y f'(x) = 0. Estas condiciones y la hip6tesis sobre f implican
que

c(z) < —af’"+bf + c(x) =0,

lo cual es absurdo ya que ¢ > 0. []

Observacion. El mismo resultado es cierto para el minimo si ¢ < 0.

Teorema 2.5. Si f satisface lo mismo que antes, pero ahora con ¢ > 0, el mismo resultado
es cierto.

Demostracién. Consideremos f. = f + cel® y calculemos como sigue:

—af! +bfl = —a(f" +eL?e") + b(f + eLe™™)
= —af’ +bf + c(z) — c(x) + e’ (—La* + Lb)
= —c(x) + e’ (—L*a + Lb).

Para L suficientemente grande, —L%a + Lb < 0. Por lo tanto, f. satisface las condiciones del
teorema anterior y podemos concluir que

fs S méX{f5<A)7 fs(B)}
Si hacemos € — 0, podemos deducir lo pedido. O

Ejercicio. Pruebe que el minimo es alcanzado en el borde si ¢ < 0.

2.3. Una aplicacién del principio del maximo

Proposicién 2.6. Asumamos que f1 y fo estan definidas en [0,1] y satisfacen
—af!' +bf +c=0,
ademds, supongamos que f1(0) = f2(0), fi(1) = fo(1). En este caso, f1 = fo.

13



Demostracion. Defina g := f; — fo y note que
—ag” +bg' = —a(fi’ = f}) + b(fi = f3)
= —af! +bfi +c—afy +bfs —c=0.

Ademss, g(0) = ¢g(1) = 0. En virtud del principio del maximo obtenemos que g < 0y
—g < 0. Por lo tanto, g =0, i.e., fi = fo. [

Nos enfocaremos en ecuaciones de la siguiente forma

_afmc + bf:t +c= ft-

Siguiendo las ideas anteriores, definimos

f(t) = méx f(z,1).

z€[0,1]
Si f es suficientemente regular, tendremos
c<(f)e (of=ft)of=f01))
En particular, si ¢ > 0, entonces f es creciente. Similarmente, podemos definir

f(t) = zgl[(l’]g] [z, 1)

(]f)tgc (Ofo(l,t)Ofo(O,t) )

Sic <0, f es decreciente. Por lo tanto,

0

mi o, t) = i { e f(2,0).mix((0.0, 71,0} .

El conjunto de los puntos donde f alcanza el maximo es llamado borde parabdlico

14



2.4. De regreso al FAC

Teorema 2.7. Asuma que (z,uy(z,t)) y (z,us(z,t)) son soluciones del FAC. Suponga adi-
ctonalmente que

1. uy(z,0) > ug(x,0) forxz € [—1,1],
2. ui(£1,t) > ug(£1,1).
Entonces uy(z,t) > ug(z,t) para cada x € [—1,1] yt € [0,7T).
Ejercicio. Pruebe que ()
Ui )
(%’)t = 1+ (w)? T (uz)i
Demostracion. Sea v. = u; — us + €t. Las condiciones 1 y 2 de la hipétesis implican que
1. ve(z,0) >0
2. v(£1,t) > 0.

Asumamos que existe g € (—1,1) y un primer ¢, € (0,7) tal que v.(xg,t9) = 0 (esto es,
us (o, to) = ui(xg, to)+eto > w1 (o, ty)). Como para t < ty se tiene que v.(xg,t) > 0, entonces

dv,

Zo,to) < 0. *
= (20, to) < )
Como este es un minimo, tenemos que

dv, d?v,

=0 and > 0. oK

dx dz? — (%)

Ademas, por el ejercicio anterior
dve o dul duQ o (ul)mm (u2)1’z

+é

at  dat dt 0 1+ (w)? 1+ (u)?
Si usamos (f) y (F¥), obtenemos que en (zo, ty) se tiene que

dv. (Ve) 2
> —_ T _|_
0 dt 1+ (u1)? e>0,

xT

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, v. > 0, i.e., para cada € > 0
uy(z,t) > ug(x,t) — et.
Finalmente, hacemos ¢ — 0 para concluir el resultado buscado. [

Teorema 2.8. Si yi(x,t) y y2(z,t) son dos curvas acotadas y cerradas tales que v1(z,0) N
v2(x,0) = 0, entonces i (x,t) Nya(x,t) = 0 mientras las soluciones estén definidas.

Demostracion. Si se tocan en algin punto, localmente (luego de rotar y trasladar) podemos
escribirlas como graficos y aplicar el resultado anterior. O]

Corolario 2.9. Si y(z,t) es una curva (acotada) compacta, la solucion puede existir a lo
mas por tiempo finito.

15



2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Asuma que 7 satisface el FAC y que ¢(x,t) es una funcién creciente en z
para todo t. Calcule la ecuacién que satisface y(¢(x, 1), 1).

Ejercicio 2.2. Pruebe que si
—af"+bf' +cf =0 en (0,1),

ya>0,c>0,f(0)>0, f(1) > 0, entonces f >0 en (0,1).

16



3. Clase II1

Teorema 3.1 (Teorema Principal). Toda curva compacta, incrustada y de clase C* converge
a un punto en tiempo finito.

Este resultado fundacional fue probado por primera vez en los mediados de los 80’s por
una combinacién de resultados devidos a Gage & Hamilton y Grayson, vea |[GH86| y |Gra87].
Algunas pruebas alternativas han sido prublicadas posteriormente. Nos concentraremos en
una demostracién dada por G. Huisken en [Hui98].

Para alcanzar nuestro objetivo, primero estudiaremos el siguiente resultado que es més
simple:

Teorema 3.2. Sea v: I x [0,T] — R? una curva abierta que evoluciona segin el flujo de
acortamiento de curvas (en su interior). Sean

A, y,t) = () — v )] and €z, y,t) = / "l 1),

Asuma que % alcanza un infimo en el interior en tiempo ty. Entonces

d (9
— (= >
dt (é) (xuyatO) - O)

con tqualdad cuando v es una linea recta.

Observacion. En general % < 1, debido a que ¢ es la distancia mas corta.

La “cantidad isoperimétrica” % da una medida cuantitativa de cuanto y difiere de una
linea recta.

Observacion. Para una curva abierta necesitamos especificar el comportamiento en el borde.
Dos elecciones usuales para tener un problema bien definido son las siguientes:

1. Preescribir los puntos.

2. Preescribir el angulo con lineas fijadas.

P

Note que si fijamos los puntos finales, entonces

d (6 sdt 6 (9,
— (= e >
dt (e<P’Q’t>> 2 dt 62/,3 Wds 20,

con igualdad solo para una recta.

17



Idea de la demostracion. Asuma que en ty el infimo es alcanzado en g, yo.

V(xp, to)

v(Yo, to)

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ~y(x, %)) estd arcoparametrizada, es decir,
x € [0, L(to)]. Para probar que
d (5) )
=" >0,

dt \ ¢ 7

primero consideramos la siguiente funcién de una variable:

fl(>\) = é(ﬂfo + )\ay07t0)-

l
Debido a que f; tiene un minimo en A = 0, obtenemos
dfy
—-— tg) = 0.
X (20, Yo, to)

Para entender qué nos indica esto, vamos a calcular la derivada. Como ~(+,ty) estd arco—
parametrizada, entonces,

Yo

€($0+>\,y0,t0) = / 1dOé:y0—l'0—)\.

o+
Esto implica que % = —1. Ademas, ya que
0*(xo + Ao + A) = |y(zo + A to) = ¥(yo, to) %,
entonce 52 5
—| =20 =2(v(xo.t0) — (Yo, t0), T(0, o))
X | o X _
Por lo tanto,
0= %(0) = ln 9%
d\ 2
5
_ Sl
¢ 2
(w, (w0, t0)) &
l 02’

18



donde w := % De manera similar, si consideramos fo(A\) = (20,30 + A, to),
podemos notar que
dfs
0
L) =0,
' gy forlnte))
W, T\Yo, Lo
0= 22(0) = —2 WO 0N~
d)\< ) 14 02

Por lo tanto,
<w7 T(l’o, t0)> = <w7 T<y07 t0)>

En este punto, separamos la demostracién en dos casos

» Caso 1: 7(zg,t) = 7(¥o,%0). En este caso consideramos la funcién fl()\) = %(Jco +
A Yo + A, to). Note que

df; & fi
) = q =t
N (0)=0 an e (0) >0
De manera a los calculos anteriores, usando la regla del cociente de segundo orden
obtenemos
~ 25 d 1 dl 2
0< Lo _ B - pdfdt _ f e
— dX\? l
1d*
CLdN?
{w, K(wo, to)v(xo, to) — kYo, to)V (Yo, t0)) | |7(w0,t0) — T(yo, t0)]?
= +
l Y4
 {w, T(@o,t0) — T(Yo, to)) dd
0%( d\
{w, K(xo, to)v (o, to) — K(Yo, to)V (Yo, o))
= ; )

Ahora observe que debido a que « satisface el FAC, tenemos que

dé_ (w, K(xo, to)v (w0, to) — K(yo, to)v (Yo, to))
dt 14

> 0,

y (por los célculos de las clases anteriores)

dg Yo
— = —/ Kk2ds.
dt .

Por lo tanto,

d <§) _ 05 (w, K(wo, to)v (2o, to) — K(Yo, to)V (Yo, to)) +§/yo
B 14

2
= > 0.
Iz / k“ds > 0

o
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caso|2

» Caso 2: 7(zo,t0) # 7(Yo,t0). En este caso consideramos la funcién fQ()\) = %(xo +
A, Yo — A, tp). Como antes,

af; R
—= = —_— >
N (0) =0 and e (0) >0
Ademas, 3
O: d_f2 _ <W>T(5U0>t0)‘|’7'(3/07t0>> +2_§
d\ l 02’
y

d2f2 . (w, /i(xo, to)l/(ivo, to) — H(yo, to)l/(yo, t0)>
x> l
" |7 (0, t0) + (Yo, t0)|* (W, 7(0,%0) + (0, %0))”
dat dat '

Si escribimos 7 = 7(0,t9) ¥ 72 = T(yo, to), entonces
(11 — 70,71 + T2) = (11, 71) + (11, T2) — 2(72, T1) + (T2, T2) = 0,

es decir, 71 — 5 L 71 +75. Como también tenemos 13 — 75 Lw, obtenemos que 7y + 7o //w

y (como ahora w = %) (w, 1 + 7T2)? = |11 + 2|*. Por lo tanto,

0< d? f _ (w, K(xo, to)v (0, to) — K(Yo, to)V (Yo, to))
— d)\? V4 ’

y podemos concluir como en el caso anterior.

Finalmente, note que para la igualdad, necesariamente se debe tener que

Yo
/ k2ds = 0,
Zo

lo que implica que kK = 0, es decir, la curva es una linea recta. O
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Observacion. La situacion es similar para curvas cerradas, y la figura en los puntos criticos
se ve como sigue:

wd

v(yo, to)

Para el Teorema Principal una idea similar puede ser usada, pero es necesario considerar

un tipo diferente de “perfil isoperimétrico”. En vez de % usamos %, donde
L(t) (m
/) —
00 = Dsen (175).

y L(t) es el largo total en el tiempo ¢. Los cédlculos en este caso son similares y los dejamos
para las personas entusiastas.

Para estudiar mas resultados sobre el FAC y algunas de sus generalizaciones, recomen-
damos enfaticamente los libros [CZ01] y [Zhu02].
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